Лебегово продолжение меры
Понятие внешней меры и ее свойства
  Определение.  Пусть [image: image2.png]


 - мера, определенная на полукольце [image: image4.png]


 подмножеств множества [image: image6.png]


 и пусть [image: image8.png]AcX



.  Внешней мерой множества [image: image10.png]


 будем называть число равное [image: image12.png]inf Yo, m(4,)



, где [image: image14.png]A, A ES



. В случае, когда [image: image16.png]


 покрывается счетным числом элементов полукольца, будем считать внешнюю меру [image: image18.png]


 равной [image: image20.png]400



, в противном случае будем обозначать [image: image22.png]u*(A)




  Замечание.  Если в определении внешней меры все ряды расходятся, то будем считать, что [image: image24.png]



 Свойства внешней меры
1. [image: image26.png]


 (включая [image: image28.png]400



)
[image: image30.png]


 Очевидно [image: image32.png]



2. Счетная полуаддитивность.
Пусть [image: image34.png]A, ACX A, cXVkeN



, тогда [image: image36.png]ut(A) < Too, u' (4




[image: image38.png]


 Очевидно достаточно рассмотреть случай, когда [image: image40.png]Yoy u(4,) < 4o




[image: image42.png]£>0



 в силу определения внешней меры [image: image44.png]Vv keEN 3 B, €S, i € N:4, cUZ, B,



 и [image: image46.png]m(B) < (4)+ %




[image: image47.png]) =inf(y m@plac| 4, acex
L




[image: image49.png]Ac Uy, By



, поэтому [image: image51.png]m(By) < Zimy (W (A) +30) = Ly 1'(A) +¢





и свойство доказано, переходя к пределу[image: image53.png]



3. Монотонность.
Если [image: image55.png]ACB, ABCcX



, то [image: image57.png]u*(A) < u*(B)




[image: image59.png]


 Это [image: image61.png]


 из того, что [image: image63.png]AcB cUiZ, B,



 и по свойству 2. получаем то, что необходимо доказать.[image: image65.png]



4. Если [image: image67.png]AES



, то [image: image69.png]u*(A) = m(4)




[image: image71.png]


 [image: image73.png]AcCA



 и пусть [image: image75.png]m(A)



 - мера [image: image77.png]


 в [image: image79.png]S = u*(A) =m(4)



. Пусть [image: image81.png]


 по свойству 4. [image: image83.png]


 и [image: image85.png]



  Замечание.  Из доказанных свойств [image: image87.png]


, что внешняя мера является мерой на полукольце [image: image89.png]


, но, вообще говоря, она не является мерой на [image: image91.png]P(X)




  Пример 1 .  Пусть [image: image93.png]


 - мера Лебега на [image: image95.png]


, т.е. [image: image97.png]


. Найдем [image: image99.png]ut ([0;1])




[image: image100.png][0;1) c[0;1] € [0;1+ %) = p*([0;1)) < w*([0:1]) < w* ([051 +3))




Переходя к пределу при [image: image102.png]n— o



, получаем [image: image104.png]



  Пример 2 .  [image: image106.png]


 - конечное или счетное, тогда [image: image108.png]u*'(B)y=0




Покажем сначала, что если [image: image110.png]


 - точка на [image: image112.png]


, то [image: image114.png]u'(b)y=0



. [image: image116.png]be[bb+2)



, по свойству монотонности [image: image118.png]u(b) < p*([b,b+




, то [image: image120.png]u'(b)<0=u"(b)




То, что [image: image122.png]u'(B)=0=



 из свойства полуаддитивности.
Измеримые по Лебегу множества. Лебеговское продолжение меры
  Определение.  Мн-во [image: image124.png]AcX



 будем называть  измеримым по Лебегу, если [image: image126.png]V ECX



 выполнено [image: image128.png]u(Ey=pw (ANE)+ u (En(X\4) (1)




Обозначим систему всех измеримых по Лебегу мн-в [image: image130.png]



Положим [image: image132.png]u(A) =u*(A) v Ae I}




 Т.1.(без доказательства)
1. [image: image134.png]


 - [image: image136.png]


-алгебра.
2. Если [image: image138.png]


 - [image: image140.png]


-аддитивная мера на [image: image142.png]


, то [image: image144.png]


, определяемая формулой (1), [image: image146.png]


-аддитивная мера на [image: image148.png]


 ([image: image150.png]


 - из определения внешней меры)
  Определение.  [image: image152.png]


-аддитивная мера, определяемая (1), на множестве [image: image154.png]


 и называется  лебеговским продолжением меры.
 Т.2. Лебеговское продолжение меры - продолжение меры [image: image156.png]


.
[image: image158.png]


 Для доказательства достаточно показать, что [image: image160.png]Sc C




  Пример 3 .  Пусть [image: image162.png]


 - мера Лебега на прямой. По Т.2. [image: image164.png][a, b)



 измеримы, они являются элементами полукольца [image: image166.png]Scm



 и по Т.1. [image: image168.png][a;b] = N7y [a, b +2)



, то [image: image170.png][a, b]



 - измерим. [image: image172.png]([a,B])




[image: image174.png]u([a,b]) = limu(la,b +2))



 и по свойству 6. [image: image176.png]u([a,b])=b





[image: image177.png](a,b) = [a,b)\{a} = u((a,b)) =b—





Из измеримости интервала следует измеримость произвольного борелевского множества.
  Пример 1 .   Пример неизмеримого множества
[image: image179.png][0;1)



 и введем на нем отношение эквивалентности [image: image181.png]


, если [image: image183.png]xX—yEQ



. Это отношение разбивает [image: image185.png]


 на непересекающиеся классы. Выберем в каждом классе по одному представителю и составим из них множество [image: image187.png]


.
Докажем, что [image: image189.png]


 неизмеримо. [image: image191.png]r+ [x]:= {r + x|x € M}



. Рассмотрим все рациональные числа из (-1;1) их счетное число, занумеруем их, получим последовательность [image: image193.png]


, ясно, что [image: image195.png]Ncll, (r+Mc|-

(%)




Предположим, что [image: image197.png]


 - измеримо. Пусть [image: image199.png]uM)=0=u(r, +M)=0V keQ



 По св-ву 4. меры [image: image201.png]1-0= Ty (e, + M) =0



 Противоречие.
Пусть [image: image203.png]u(M) >0



, тогда [image: image205.png]u(M) =pu(r, + M)




[image: image207.png]"ty nED



 классы не пересекаются и по свойству 3 меры получаем [image: image209.png]Yoy p(r, + M) = o0



, но ввиду (*) [image: image211.png]Yoo u(rn, +M)<3



 Противоречие. [image: image213.png]


 - неизмеримое и не борелевское.
  Пример 2 .  Канторовское множество
Рассмотрим [image: image215.png]


 разделим его на 3 части и выбросим средний интервал [image: image217.png]


, далее разделим каждый из оставшихся промежутков на 3 части и выбросим средний и т.д. Получившееся множество обозначим [image: image219.png]



[image: image221.png]


, [image: image223.png]


 - объединение выбрасываемых интервалов.
[image: image224.png]



Покажем, что мощность [image: image226.png]


 равна континууму. Во множестве [image: image228.png]


 находятся все числа, в троичной записи которых не присутствует 1, т.е. они эквивалентны множеству последовательностей, состоящих из 0 и 2, а таких чисел не счетное число.
Мера Лебега-Стильтьеса
[image: image230.png]S={[a,b)la< b, a,b € R}



 и [image: image232.png]us([a,b)) = f(b) — f(a), f



 - неубывающая на [image: image234.png]


. [image: image236.png]


 называется  мерой Лебега-Стильтьеса. Если [image: image238.png]


, то это мера Лебега на прямой.
  Утверждение 1 .  [image: image240.png]


 - [image: image242.png]


-аддитивна на [image: image244.png]Sef



 - непрерывна слева.
(без доказательства)
